Information und Kommunikation

Grundlagen und Verfahren der InformationsUbertragung

LOSUNGEN (INFORMATIONSTHEORIE)

Aufgabe 1

a)
X P(X)
1 1/2
2 1/4
3 1/8
4 1/16
5 1/32

Q) P(X=x)= (3

b) H(X) = 2 bit

¢) n-te Frage: ,,Wurde im n-ten Versuch Kopf geworfenr*
=> Durchschnittlich 2 Fragen notwendig

Aufgabe 2
a) H =099
b)
U | PU)
A| 08 o
B| 01 o 1.0 &—
02 ¢—— -

C 0.08
D 0.02

E[W] = 1.3
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AA

AB

AC

AD

BA

BB

BC

BD

CA

CB

CC

CD

DA

DB

DC

DD

E[W]/L = 1.0316

Aufgabe 3

0.08

0.064

0.016

0.08

0.01

0.008

0.002

0.064

0.008

0.0064

0.0016

0.016

0.002

0.0016

0.0004

Codewort

0.128
0.208

1.0

0.016

0.032

0.004

0.072

0.152

0.36

000011

0.024

0.014

0.04

0.0076

0.0036

000101

000010011

0110

000100

0000101

0000100011

00000

000010010

000010000

0000100010

a) Ein optimaler bindrer prifixfreier Code erfillt immer die Bedingung:

E[W]

1
——<HU)+—.
3 (U)

Mit H(U) = h(0.9) = 0.469 bit und

muss L. = 3 gewahlt werden.

L

EIWT_ s
L = U.
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b) Es werden jeweils drei Symbole zu einer Symbolfolge V = (Uy, Uz, Us) zusammengefasst.
Fir die Symbolfolge V wird anschliessend ein Huffman-Code entworfen. Bezeichnen wir die
beiden moglichen Symbole der bindren Quelle mit a und b, so ergibt sich folgender
Codebaum:

V=(U,, U,, Uy) | P(V) Codewort
aaa 0.729 o 1
aab 0.081 ¢} 011

0.162 1.00 0—_|_
aba 0.081 o 010
abb 0.009 oO— 0.271 00011
baa 0.081 (¢} 001
0.018
bab 0.009 oO—— 0.109 00010
0.028
bba 0.009 o— 00001
0.010
bbb 0.001 oO—— 00000

= E[W]/L = 0.5327

Aufgabe 4

a) P =R-E,

B( X
b) E,,Z?]-E-[ZB—lj
©) E—ﬂ”zln(Z) =-159dB

d E,>k-T-In(2)=28-10"'J
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Aufgabe 5

a)
1.0 —
0.5 .
X 05 L2
q0" /
o / (x)
-2.0 ‘ ‘ ! |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X
Aus Figur = In(x) < x—1 = log, (x) < 1);(42)
b)
H-log,(L)= ZP(u) logz( P )) —log, (L)
L 1
= Z} P(ui)'(logz(mj —log, (L)j
:;P(ul) lOgZ(L-P( [)j
L 1 L
=ZZ—ZP(%)
=0
L o puy=t
N T R
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Aufgabe 6

a)
i P(w) 2 1 Die ersten L(ui)
9 =Z_:,P(u‘,~) L(u;) = logz(mj Nachkommastellen einer
” i Binardarstellung von Qi
11 0.22 0.00 3 000
21 0.19 0.22 3 001
31 0.15 0.41 3 011
4 | 0.12 0.56 4 1000
51 0.08 0.68 4 1010
6 | 0.07 0.76 4 1100
7 1 0.07 0.83 4 1101
8 | 0.06 0.90 5 11100
9 1 0.04 0.96 5 11110
a) Ja
b)
W\&lgom
L 006 U
0.24 u, 0.06
——©0 0.07
0.14 ug
——o0 0.07
0.44
0.08 U,
—\—20.08
0.20
0.12
_|_— 1.00
L;)30.15
0.15
0.56
U,
——©0 0.19
0.41
u1
———00.22
E[W] = 3.54
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U | PU)
u, | 0.22
u, | 0.19
ug [ 0.15
u, | 0.12
ug | 0.08
ug | 0.07
u, | 0.07
ug | 0.06
ug | 0.04

o— 0.33

0.26

0.59

1.00 4}1

0.18

E[W] = 3.01. Im Vergleich: H(U) = 2.97 bit.

Aufgabe 7

a) Es gilt das Codierungstheorem fiir Einzelsymbole:

H<E[W]<H+1,

wobei

H = -0.71og2(0.7) - 0.21og2(0.2) - 0.1-log2(0.1) = 1.157 bit.
(Andere Méglichkeit: Konstruieren des optimalen Codes = E[W] = 1.3)

b) Es gilt das Codierungstheorem fiir Symbolketten:

E[W] 1
H< <H+—,
L L
wobei L = 5.
)
AA 49 o
AB .14 o
AC 07 o 280———  1.000——
BA 14 o ——
S510————
BB .04 o d40——
BC 02 o— 423T—
.090——
CA 07 o
05—
CB .02
CC .01
E[W]/L =2.33/2 =1.165.
Prof. Dr. M. Hufschmid 6/30 www.informationsuebertragung.ch



d) Der konstruierte Code ist nicht eindeutig., d.h. es existieren andere optimale Codes. (Es ist
hingegen ein eindeutig decodierbarer Code).

Aufgabe 8
2) H=-) P-log,(P)=234Bit
b)
A 0300
A 10
B 024
B 00
0.44
1.00
C 0.20 0.56 c 01
D 0.15 D 110
0.26 E 1110
E 0.07
0.11 F 1111
F 0.04
E[W]=100+056+044+0.26+0.11=2.37Bit/Symbol
c o PSignal , .
c) Kanalkapazitit: R<C=B-log,| 1+——|=30'898Bit/s
Rauschen
Svmbol R < C 30'898Bit /s 13037Svimbole /
te: = < = = m
ymbolrate "ZElW]T E[W]~ 237Bit/Symbol ymboters
. E[W] 1
d) Codierungstheorem: H< 3 <H +Z
E[W] 1
= 234< I <234 +§ =2.67
\_V_J
Mittlere Codewortlinge
pro Symbol
PSignal

e) Nicht bandbegrenzter AWGN-Kanal:  C=log,(e)-

Sehr viele Symbole in ein Codewort: EW]=H

JSignal
= R=H-r<C=log,(e)-
> =973mW
onal = = m
Signal 1 2(@)
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Aufgabe 9

a) uy Plu) 2:

X 0,04 AAA
< W 0,6 AAO
we 0, b AO
W 0,6k o

OOk

O,J—O

0,46
S0 o——— °,36

05 ol A00

.
Y
0.6%

L o

b)  ElWl-4S6
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Aufgabe 10

<)

o
>
o
v

Lo AR

= ’P._-,-' ,40‘*-7-% = 420

FPs s

lg) C « . Ao%l (}v -(r,*h) = L('A,Z.'/'Oa_' s

c) C Durcdbedaiil e Cod«-&uae_ﬂ\;.-—syc S = [bhl LM+ A

al 2 do,
r £ — L — = AO
gl Hed A3 o

2w Coeoleraes . = E [ui\ o H
c n S«G“\n.
= & —/—. =T 234w . Ao —2—
¢ Efw] >

] ot
C- B log, (/‘* ,;%) S
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Aufgabe 11

Wahr Falsch

Uber einen Kanal mit der Bandbreite 3.4 kHz kénnen grundsitzlich a ™
maximal 6.8 kbits/s tibertragen werden.

Uber einen verrauschten Kanal mit unendlicher Bandbreite konnen d |
beliebig viele bits/s tibertragen werden.

Uber einen rauschfreien Kanal mit endlicher Bandbreite konnen M d
beliebig viele bits/s tibertragen werden.

Aufgabe 12

O) l{w{‘{‘s.cbe_ chal.dcl,m&.

U [

u, A

U, oA
“g QO AA
U, 00 A0
ug Coo
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o 5
r::.) E.[\-J] = E ?(u,) w, = 2,3

06

“s O _‘L

U | ot

elwl- 22

f

e) H LU) -2 Plw)- Aoy, (?(“3))

2,434

it

Veobeso gyvwmg, v ca. A3¥7% \‘U\B“ﬁ»c}n

Rnlm-u-c. Ssg:.\ack ROyt e “QSS&_

cocks e €.
Aufgabe 13
) Moéglicher Huffman-Code
(ir) Kein Huffman-Code, die beiden lingsten Codeworte weisen nicht die gleiche Linge
auf.
(i11) Kein Huffman-Code, die beiden lingsten Codeworte unterscheiden sich nicht nur im

letzten Bit.
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Aufgabe 14

\(mfl-‘sc\..c chc\dcbuuﬂb .
Y . )
Zr' Z-M‘ = Or %06 |

Ungldicbung o (U =

£ 4

Cocle acis RSy,

s : '_
\',) elwl- 2 Plu) W = 2,083 _g“‘/s‘a.-.\mt
“aTA e
e
), |
Ly 2. La;
Ay O 4 .
(3 _,/3' —1 A A A4
_ Y | 1 % O AA ?
Mg pa A 2
[ i
Py > cod 3
€ lwlo N 2
Y o
2 u; X FCH
4/‘ o -4 '—'!/ A A i
e 4 ! * . C oo 4 KA
[
s ' D CosA T8
E 0000 Y
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(= weds codes)

e) P“:Q‘SA.: -"\."-(:- JAas s\a‘_\go‘ ‘:D. \QM hbt;[’.&d.
(j) ad s % —— u 2
L
I ‘1 T 2 A A A
a_a & - 3 3 AO A
228 —f— A
A A C oA
l.-ag ¥ Ol Zz
eded o1 D ABO
2% 4w
E Ca

efecwl = 3wz
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Aufgabe 15

@)

u Plu)
4 26
U, e s 1296
2 S ‘ ‘8o
jat €z _, ° 296
Uy 2.(£)° . use
A (S 3 [FETA
i B
Ug @q - 2S5
2496

s
- 2‘ P (W) dog, (P))

1296

L) W o=
= 2,0\3 bt
<) U o—————
%6
\86 00—
63}
1 7~ S———
0nS
s o0—J
615 o
u 2
wu, AAA
uz AAO
Hs AOA
Uy AO0
“Ug o

Alle WS wad \29¢
\Mu“\'r)li‘h'd\, |
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ARG ¢+ 2AS + 6 + 1 2%¢
= 2,038

e
e) C = R Ja%z (,{.\ ?s > > ’RELU]
2-e[u)
»s =,
= = > 2 - = RR,6S
= 19,72 d®
.F ) Dus A Codl es \A‘A% el es EICJCSA—QSS«C
A /\zuu\s e Codeuoﬁ '
=> Erw_l
L M
. 2u
=> -'P_su > Z ® -A = %O' S 2
= 14,56 AR

A - O‘|S4dg

A s\'"?
%) AJCH I (Z>
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1

n

L

"

Aoa, ©) « S loa, 6)- s '(°3‘¢<.5>
6. loa, (L) - S-Log, (S

3,300
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Aufgabe 16

a) H (%)

]

-z?é P (xiy) Aoy (Poxw))

26T b

0.13 0.02 0.58

a, O

(a.p) 0.25
0.01 0.20

0.06 ’ 0.42

080 ’ 0.22

1.00

0g6 To12

>
<
L
1
&
n
x M
J
A
b
s
Nl
n

O, 3%

O, %

9

<

=z
]
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0
-~
T
/\
=<
1]

- % r?(‘(_—é) . ’{oﬁzq(\h‘a}

n

A GES Wt

?(qu , Y= d)

e) * (X=a | Y=o() = T Ne)
= o424
P (X~e| ¥=x) = o, 290
T (Xee | Yau) = 0.026
P (%=d | X=a) = 0,262
.c» \‘\ (X | Y= eL> = - Z T(Y:y IY:&)-ﬂoSL(..,,)
X
= A 6RF W
3) Hix Y=Y = 449 bu
WX Yege) = AT i
) B (X [Y) = AcAz b
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Aufgabe 17

) P(A) = O 3%2

G

s 3
o) Ha — 2 O /\om@ C‘-*t)) = 2,65 B (o)
A=A

sl >PPRPW -TMO

5

X
m
‘—1
€
A
]

O}y o
0.0Q8 b""—--—--o|\1.|.|.

0,348

©. ol o—m
0.0 °""""_'—"ol“'l3

0.0 o——

0.065 o— 0\2?
l.____

6.062 ol

o050

oLIB

()

0, 232 &

5

2(_

> 9> R -Tm

t 1y

\\ O)
\\ OO
1OV
Lo \O

(Weloh
L0000

2,6% G

Q _
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Aufgabe 18

3
a) W= = 2 Tla) deae CP("‘:))

azn

c AS53% Wt

) AN L6 1‘3’7

A% \2 | —
g\

AC 8 /16 LI

e

e QR o +3

RC é *——_'T’\i_/

cA & —— gz

c® 6 10

Cc Y o0—

2s|

C) ET,“’]/L = -’2—8_\ = A, S« ]
Gﬂ AA Ya - Al = %
A® 4/q . Aly -

AC “fa oAy -

RA '3/5' 1 = Y3

BR Ya- M2 =

e ¥ = Y

CA 2y M2 = (1

c®  Ys- e = s

cc %-o0 = O

e) W (¥ Yua) = 2,94
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) a2

l'l
AR A — \s”
T

AC A
RA A-—j s

Y
%B A 2
°c 3"}___
CA 4 \,’;__
C®% A —
ce O
_ - elfw]}
3) E[ml- % > L = AS
) bR\ Yeama)s A B
%) W (Yo (Yl =B) s 4585 Bt
'\) \2 (7(\-« \\[“.4=C> 3 /; -5y
\‘() W (\Ls‘ \ X\‘,n) = 4.2-'“ (?(‘41) - W (\‘\\\‘\.nru:)
< Auy E
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Aufgabe 19

X1 und X sind voneinander unabhingige, binire Zufallswerte, 7
welche die Werte O und 1 mit der Wahrscheinlichkeit V2

annehmen.
X, — Y,

74, Z> und Z3 sind voneinander unabhingige, binire Zufallswerte,
welche den Wert 1 mit der Wahrscheinlichkeit p annehmen. .
a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir die in der :
nachfolgenden Tabelle angegebenen Ereignisse an. *
X, o Y,
Ereignis Wahrscheinlichkeit
Yl — O 1/2 Z3
Y1 =1 Vs ) 4 X3
»D—>D— Y,
(X1, Xz) = (0, 0) Ya
X1, X2) = (0, 1) Ya
X1, X2) = (1, 0) Ya
(X1, Xo) = (1, 1) Va
Y3 =0 1/2
Y3 =1 1/2

b) Berechnen Sie die Entropien H(Y1), H(Y3), H(X1, X2), HX\1, Xz, X3) und H(Y1, Y2).

H(Y,)=1bit
H(Y,)=1bit
H(X,,X,)=2bit
H(X,,X,,X,)=2bit

H(Y,,Y,)=2bit

¢) Berechnen Sie die bedingte Entropie H(Y1 | X1). Geben Sie das Resultat in Funktion der
bindren Entropiefunktion h(p) an.

H(Y,[X,)=Pr(X, =0)-H(Y,[X, =0)+ Pr(X, =1)-H(Y,[X, =1)

:%-h(p)+%-h(p) =h(p) =—p-log,(p)~(1-p)-log, (1-p)

d) Berechnen Sie die bedingte Entropie H(Y1, Y2| Xi, X2). Geben Sie das Resultat in Funktion
der bindren Entropiefunktion h(p) an.

H(Y1 ) Y2|X1 X, ) = H(Y1|X1 )+ H(Y2|X2 ): 2-h(p)
e) Berechnen Sie die Transinformation I(X1,X2;Y1,Y2).

1(X,,X,:Y,,Y, )= H(X,,X,) - H(X,,X,|Y,,Y,)=2-(1-h(p))

Prof. Dr. M. Hufschmid 22/30 www.informationsuebertragung.ch



Aufgabe 20

Am Ausgang einer Informationsquelle wird das Wort ,, MISSISSIPPISHIP* beobachtet. Wir
gehen davon aus, dass diese Beobachtung fiir die Quelle typisch ist, d.h. die relative Haufigkeit
der Buchstaben entspricht der Wahrscheinlichkeit.

a) Geben Sie an, mit welcher Wahrscheinlichkeit (eigentlich relativer Haufigkeit) jeder Buchstabe
auftritt.

Buchstabe M 1 S P H
Hiufigkeit 1 5 5 3 1
Wahrscheinlichkeit | 1/15 | 1/3 1/3 1/5 | 1/15

b) Konstruieren Sie einen biniren, prifixfreien Code, mit dem das Wort ,, MISSISSIPPISHIP*
moglichst effizient codiert werden kann.

1
M o—

M 0011
5
I o | 1
15
S 01
5
S o ; 0 P 000
5 H 0010
3
P o
;
H o—

¢) Wie viele bindre Ziffern werden im Durchschnitt gebraucht, um einen Buchstaben der Quelle
zu codieren?

E[W]=%=2.133

d) Wie gross ist die Entropie der Quelle?

H= —ZS:P(ui )-log, (P(u;)) =2.042
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Aufgabe 21

a> g (><:0> = %/
P(x=2) = Ye
b) K (X) = % loge (é/S) A "’(O°Q1<é’>
- 0,650
CNK 4
C> P(vY-o| X=O> = @i) = g

P N O R R
T2 I x-0) = (OEFE)E 2

T (v lxe) s (3P - %

Ay ¥=
"? - = -~
(\( iﬂ‘x J) {CD’ “43
d) P(N=2) = P(X=0) P(N:=3| X“’) ¥ (X”>'?(*:3| XA >
- 5.4 4
& & & 4
- 43
48
"PC»(-O)"?CY'S\)@O)
P (X=0|¥-3) T(N=2)
AN S
= /‘/qg i?f_
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£)

= W(x|y =©

w- A2
6=2 = NN S B (& «E tos Ag)
= 0,961
w(xIY) - 2’?(\’*%)- M)
(D) M=) = = o964
- 0,260

;\-(%}. \O - HC»Q -H(X‘Y> = 0,0
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Aufgabe 22

O) | i——-— 2 Alle WOSK

A
2
S e |«
L‘—
s

(o

A oocoo
2 000 A
3 oo A
((,

S

TO AS =
b) - A RIS

Lp?_
c) > (% LWL ) = S /("(Le) oA
“,

- ;/’(Q Q@_—“& < Sw("ﬂ\) “‘S«‘H(Le\)>

0 KX g
?(o¢k€e—§—> - o, AT
< = O, MYA
T (e ) g
® LT":\ - o ¥/
T (T2 o 090 8
~ = \
(2% V) S

{
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o423
43 "‘——% 018S~

0 ARy

° EE? LOR(W) v A/

EWl < LR +4 = A000- A,480 +A

= A12%4
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Aufgabe 23

a) == P dog (p1) = 1. T:(S dog, (K
= J0, 9% bit

= E[Wl < 40S wdd ralivobar,

\D) \/(IG(:{"SCL\Q, U\»\Q\ 2 c[.luu% '
b ~—La, —\o -
T2 < w2 4 A6w2
_ &k + A6 4 . Ao
2"

= Code aaahdt,
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Aufgabe 24

a\ Toulohe: Hy, = —42 eh -10'31 (ﬁ}
= 2,55% bit
Toudauer: Wy = -?;-‘ pi - doq, L(’E)
= A3 b
Note - By = Byse By = K29 b

(dq Touldle uwd :dof‘*ﬂ
Vou 2t A Mvgo-\a\«ak«g% )

\g) |
25.9
C o
14.4
D o— 4563
23.3
E o 4100
30.4
11.5 e 1
F O ‘4_3_.7___._
16.0
G o——r 1204
7.1
A
18 8.9
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171 o5
20
1/2
40 50 100
14 o©
35 - —
178 o E,[w]s A8S

elwls Ly}

c_) W ¢ glwlc Bt

k29 £ elw) ¢ & 294

Kurzfragen

1.

a) Die Entropie hingt von den Auftretenswahrscheinlichkeiten der einzelnen Symbole ab.

b) Die Entropie ist genau dann Null, falls eines der Symbole mit der Wahrscheinlichkeit 1
auftritt. (Alle anderen Symbole haben dann die Wahrscheinlichkeit 0).

c) Die Entropie ist maximal, falls alle Symbole die gleiche Auftretenswahrscheinlichkeit
besitzen.

d) Die Entropie ist ein Mass fiir die Ungewissheit tiber das Ergebnis eines
Zufallsexperiments. Information ist die Verringerung von Ungewissheit, d.h. sie
entspricht der Differenz der Entropie vor und nach Erhalt einer Nachricht.

a) Codes 1, 3, und 4 sind prifixfrei. Beim Code 2 ist 110 ein Prifix von 1101.
b) Die Codes 1 und 3 besitzen mit E[W] = 2.5 die kiirzesten durchschnittlichen
Codewortlangen.

3. Ein Quellencoder nutzt Gesetzmassigkeiten (Strukturen, Regelmassigkeiten) des Signals aus,
um die Daten zu komprimieren. Eine brauchbare Verschliisselung bezweckt jedoch gerade
das ,,Verstecken® solcher Gesetzmaissigkeiten.
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